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一一一类类类资资资源源源费费费用用用可可可变变变的的的平平平行行行机机机排排排序序序问问问题题题
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摘 要:研究了资源费用可变的排序问题起源于服务系统和某些特定的生产系统,在这些服务系统中均存在着随着

资源使用时段的不同而产生不同的费用。在资源费用可变的排序问题中,工件具有整数加工时间,工件在加工过程

中允许中断。假定把机器的时间窗口划分为 T 个单位时间段,在某个时间段使用机器加工工件就要付出相应的费

用,要求在给定的时间窗口内加工完所有的工件。问题的目标函数是经典排序的目标函数与所使用的总资源费用之

和。对于目标函数为完工时间和与所使用的总资源费用之和的排序问题,给出了 2个近似算法。
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0 引言

在经典的排序模型中考虑的目标函数是

Cmax、
∑

Cj、Lmax、Tmax、
∑

Uj 等。经典的排序模

型不考虑资源的使用费用,这是因为经典的排序模

型均来源于生产与制造管理,而在制造业中用于工

件处理的机器设备均为固定投资,一旦投资购买即

为固定成本。然而在许多服务系统中, 均存在着随

着资源使用时段的不同而产生不同的费用。把资源

的使用费用集成到排序与调度模型中,研究可变资

源使用费用的排序问题,对于提升服务系统的绩效

非常重要。由于资源的使用费用随时间段的变化而

变化,故可假定把机器的时间窗口划分为 T 个单位

时间段,在某个时间段使用机器加工工件就要付出

相应的费用,要求在给定的时间窗口内加工完所有

的工件。问题的目标函数就变为经典排序的目标函

数与所使用的总的资源费用之和。

排序与调度模型和算法一直是运作管理、运筹

学和计算机科学领域的重要研究课题。经过多年发

展,经典的排序与调度模型和算法已经非常成熟,并

得到广泛的应用,显著增加了经济效益以及社会效

益 [1-2]。近年来,又出现了许多新型的排序与调度问

题,比如:供应链排序、分批排序等。尽管对服务系

统的运作排序与调度模型、算法和应用方面的研究

有了一定的进展,但随着社会的进步与发展,相关的

研究工作不管是在理论还是应用方面均显不足。本

文要研究的内容是如何把资源的使用费用集成到排

序与调度模型中,国内外与本文相关的文献不多,对

该类问题的研究尚属起步阶段。

从目前的文献可以看出,对于考虑资源使用费

用的排序与调度的研究大多考虑的是资源的启动费

用 [3-6]。与上述研究不同, Dogan 等 [7] 研究了智能

电网中独立工作的排序问题,考虑了随时间变化的

资源使用费用, 其目标是满足各种服务要求。Wan

等 [8] 考虑的是存在时变资源使用费用的单机排序

与调度模型,讨论了所有正则目标函数和各类不同

条件下模型的计算复杂性和求解方法,证明了资源

费用结构为一般情形时,模型是难以求解的,并对一

类重要特例 (资源费用为时间单调函数的情形)给出

了多项式或拟多项式动态规划算法,这类模型在服

务系统的运作排序与调度中具有重要意义。Zhong

等 [9]沿着这一方向,考虑了排序的目标函数为Cmax

的模型,证明了问题是难解的并对一类特例给出了

多项式时间算法。Zhao等 [10] 研究了存在时变资源

使用费用的 2台机器的排序模型,工件在加工过程

中不可中断,证明了当资源费用按照特定的模式 (包

括线性递减、凹递减和凸递减)递减时问题是可以

多项式时间可解的。但是他们研究的资源使用费用
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随时间变化的排序问题都未能考虑服务运作中的众

多约束条件。在上述所有的研究中,几乎没有考虑服

务系统其他特征的模型 (例如在线处理、可中断处理

过程等),而且只有 Zhao等 [10]对算法进行了研究。

本文着重对目标函数为完工时间和与使用的总

资源费用之和的工件可中断的平行机排序进行了分

析,并给出了 2个近似算法。

1 问题介绍

现有 n个工件 {J1, J2, · · · , Jn}要在 m台机器

上加工,其中每个工件 Jj 具有整数加工时间 pj ,工

件在加工过程中允许中断; 由于资源的使用费用随

时间段的变化而变化,故可假定把机器的时间窗口

划分为 T 个单位时间段,其中第 t个单位时间段是

从时刻 t − 1 到 t 的时段 (t = 1, 2, · · · , T ), πk t 表

示使用第 k 台机器的第 t 个单位时间段所需的资

源费用 (k = 1, 2, · · · ,m, t = 1, 2, · · · , T ), 要求在

给定的时间窗口内加工完所有的工件;目标函数是

经典排序的目标函数 f 与所使用的总的资源费用

之和 π,其中 f 为 Cmax、
∑

Cj、Lmax、Tmax、
∑

Uj

等。令集合 Sk 表示第 k 台机器上用来加工工件

的时间段 (k = 1, 2, · · · ,m), 则总的资源使用费用

π =
m∑

k=1

πkt∑
t∈Sk

。由于一个工件不可能同一时间在两台

机器上加工,故为了确保可行性,假设
n∑

j=1

pj 6 mT

且 max
16j6n

{pj} 6 T。本文考虑的排序模型的目标函

数为
∑

Cj + π,用三参数法可分别表示为

Pm|slot cost, pmtn|
∑

Cj + π

2 问题的近似算法

对于上述问题,先分析最优解的性质,然后寻求

问题的算法。

2.1 近似算法 CS
引理 如果问题 Pm|slot cost, pmtn|∑Cj + π

存在最优解,那么在其最优解中,每台机器上的工件

的加工顺序应该是服从 SPT序的。

因此, 按照上述引理, 本文采用安排工件顺

序 → 选择时间段的思想来设计算法。由于问题
Pm|pmtn|∑Cj 已经证明是多项式时间可解的, 可

以用 SPT规则求解。

SPT规则 将加工时间最小的工件安排到最早

空闲的机器上加工。

经过上述分析可提出算法 CS。

算法 CS执行步骤如下:

(1) 先不考虑时间段费用, 利用 SPT 规则得到

Pm|slot cost, pmtn|∑Cj 的一个排序 π′, 同时计算

排序 π′中工件的最大完工时间 Cmax;

(2)若 Cmax > T ,则此算法无解;若 Cmax 6 T ,

则跳转到步骤 3;

(3)将时间段按照其费用的非减序排列;

(4)对于 Cmax 6 t 6 T ,从每台机器的前 t个时

间段中选择费用最小的若干个时间段,将工件按照

第 1步得到的排序 π′ 顺序不变放到选出的时间段

上加工,并计算完工时间和 (记为 C(t))以及所使用

的资源费用 π(t);

(5)计算 min
Cmax6t6T

(C(t) + π(t))的值。

定理 1 算法 CS 可在 O(n log n + mT 2) 时间

内得到问题的解。

2.2 近似算法 Π

所研究问题 Pm|slot cost, pmtn|∑Cj +π的目

标函数有两部分,算法 CS的设计思想是让
∑

Cj 尽

量小, 但是这样会导致使用的资源费用比较高。由

于一个工件不可能同时安排在两台机器上加工,故

使用的资源费用比较高的原因是选择的时间段比较

多,尤其是实例中包含了某个 (或某几个)加工时间

比较大的工件时。所以,要想降低使用的资源费用,

就必须让排序 π′ 中的 Cmax 尽可能的小,利用该思

想设计算法 Π如下。

算法 Π 把算法 CS第 1步中对工件的预排序

所依据的规则稍作改动,先把 pj 比较大的工件 (加

工时间大于
1
m

n∑
j=1

pj 的工件)单独安排在一个机器

上,剩余工件按照 SPT规则安排在剩余机器上。

显然,算法 Π与算法 CS的时间复杂性相同。

接下来给出 Pm|slot cost,pmtn|∑Cj + π问题

最优值的一个下界。令 L 为 Pm|pmtn|∑Cj 的最

优值, 由于问题 Pm|pmtn|∑Cj 与问题 Pm‖
∑

Cj

的最优值相等,而问题 Pm‖
∑

Cj 可以用 SPT规则

解决。令 V 表示问题中费用最小的 LB 个时间段

的费用之和,其中 LB = max
{

max
16j6n

pj ,
1
m

n∑
j=1

pj

}

是问题 Pm|pmtn|Cmax 的一个下界, 这是因为

Pm|pmtn|Cmax 的最优解 C∗
max 不会小于任何工件

的加工时间,也不会小于各台机器的平均负荷。由上

述分析,可得问题 Pm|slot cost, pmtn|∑Cj + π(S)

的一个下界,即:
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定理 2 L + V 是问题 Pm|slot cost, pmtn|∑
Cj + π(S)的一个下界。

2.3 特殊情形

从算法 CS 的设计可以看出, 工件加工时间差

别越小,算法 CS的性能就越好。显然,当所研究的

问题为 Pm|pj = 1, slot cost, pmtn|∑Cj + π,即所

有工件的加工时间都为单位时间时, 算法 CS 是一

个最优算法,即:

定理 3 算法 CS 可得到问题 Pm|pj = 1, slot

cost, pmtn|∑Cj + π的最优解。

3 结语

本文研究了一类考虑可变资源使用费用的工

件加工过程可中断的平行机排序问题,目标函数为∑
Cj + π,其中 π 是所使用的总资源费用。对于该

排序问题,本文给出了 2个近似算法。下一步将研

究目标函数 Lmax + π 等的可中断的平行机排序或

不可中断的排序问题的算法。
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A Class of Parallel Machine Scheduling Problem with
Varible Time Slot Costs

DOU Wenqing, FAN Jing
(School of Science, Shanghai Polytechnic University, Shanghai 201209, China)

Abstract: The scheduling problem with variable time slot costs studied is originated from service system and certain production systems,

in which the resource usage costs varies over time period. In the scheduling problem with variable time slot costs, an integer processing

time is given for each job the jobs and preemption is allowed. Suppose that the planning horizon consists of T time slots with unit

length, the corresponding cost must be paid if some time periods is taken to process jobs, and all the jobs must be processed in the given

time horizon. The objective function is one traditional performance measure plus the total time slot costs. For the scheduling problem

with the total completion time plus the total time slot costs, two approximation algorithms was presented.

Keywords: scheduling; parallel machine; slot costs; preemption


